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Axialsymmetrische Kreisel mit viskoser Grenzschichtreibung
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Axialsymmetrische Kreisel, die in kalottenförmigen Luftlagern so gelagert sind, daß im Ruhezustand die
Auflagerkrafl' durch den Schwerpunkt geht, haben notwendigerweise eine kugelförmige Außenschale. Sie sind
daher während der Rotation einem Luflreibungsdrehmoment ausgesetzt, welches in Drehachsenrichtung wirkt
und in erster Annäherung der Winkelgeschwindigkeit proportional ist. Da Drallvektor und
Winkelgeschwindigkeitsvektor im allgemeinen nicht kollinear sind, wird die Reibung also nicht nur zu einem
laufend kleiner werdenden Drall führen, sondern auch zu einem laufenden Richtungswechsel des Dralles, oder
mit anderen Worten, der Drallvektor wird einen Kegel beschreiben von laufend kleiner werdender Höhe, die
schließlich zu Null wird, bei einem ständig zunehmenden oder abnehmenden Kegelwinkel. Der Kegelwinkel
nimmt zu bei gestreckten Kreiseln. Er nimmt ab bei abgeplatteten Kreiseln. Das Absterben der Bewegung ist
an einem Beispiel veranschaulicht.
1 Einleitung
Axialsymmetrische Kreisel, die in kalottenformigen Luftlagern laufen, haben notwendigerweise eine
kugelförmige Außenschale (Bild 1) und sind daher einem Luftreibungsdrehmoment ausgesetzt, welches in
negativer Drehachsenrichtung wirkt und in erster Näherung der Winkelgeschwindigkeit proportional ist. Das
auf den Kreisel wirkende Drehmoment ist also
M: —bm
(1)
mit einem Reibungsbeiwert b in Nms. Gleichung (l) erscheint bereits sowohl bei Grammel (1950) als auch bei
Magnus (1971). In der vorliegenden Arbeit wird der Idealfall eines von ruhender Luft umgebenen Kreisels
behandelt und dessen Verhalten im absoluten Raum untersucht.
2 Eulersche Gleichungen
Bei Verwendung von kreiselfesten Koordinaten ergeben sich die Eulerschen Bewegungsgleichungen zu
Acbx—(A—C)coyooz = —b0)x (2a)
A03), +(A—C)cozcox = -bcoy (2b)
C03, = ~me (2c)
Gleichung (2c) läßt sich sofort integrieren und ergibt
_ —bt/c
coz _ ü)zoe (3)
Gleichung (2a) und (2b) lassen sich zusammenfassen zu
A sa = —-bco (4)a
Gleichung (4) läßt sich ebenfalls sofort integrieren und ergibt
2 2 _ —bt/A
x y _ (DaOe (5)
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Bild 1. Kreisel mit kugeliörmiger Außenschale
Wenn man nun einen Winkel 0L zwischen dem Drallvektor H und der Drallkomponente Hz = Ca) 2 einführt
(Bild 2), dann ergibt sich
WV Acoa ä Acoaoe A——C
‘ Ca), “ C0320 xp AC
   
bt (6)
Fürt = oowirddann
co = 90° (7)
fiir den Fall eines gestreckten Kreisels (A > C), der sich vor dem Zumstillstandkommen so einstellen wird, daß
seine Symmetrieachse z senkrecht zum (verschwindenden) Drallvektor H steht. Für den Fall eines
abgeplatteten Kreisels (C < A) wird
0L = 0° „ (8)
d. h., ein abgeplatteter Kreisel wird sich vor dem Zumstillstandkommen so einstellen, daß seine
Symmetrieachse z kollinear mit dem (verschwindenden) Drallvektor H wird.
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Bild 2. Momentanbild der Kreiselhaltung mit Drehmoment M = — bu)
(fiirA = 2m2kg, C = 1m2kg)
3 Drehmoment im Raum
Zur Festlegung des Verhaltens des Kreisels gehen wir von einem drehmomentfreien Kreisel aus (Bild 3) und
stützen unsere Argumentation darauf, daß das Drehmoment infolge Grenzschichtreibung klein sei. Zunächst
läßt sich der Winkelgeschwindigkeitsvektor in eine Komponente entlang der Z-Achse und eine auf der Z-Achse
senkrecht stehende zerlegen. Solange der Drallvektor H nicht zu sehr von der Z-Achse abweicht, kann man
angenähert setzen (Rimrott, 1988)
2T
(DH = F (9)
und
2AT —- H2)(H2 —2CT)
COD z ACH2 (10)
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Wir fiihren nun das (kleine) Reibungsdrehmoment (1) ein mit den Komponente
n
2T
M2 = b—Ü— (11)
und
(2AT — H2) (H2 — 2CT)
b
ACH2
 
MD (12)
Die Komponente MZ ist fast ausschließlich ein Maß für die Verringerung der Größe des Dral
ls, während die
Komponente MD fast ausschließlich die Änderung der Richtung des Dralles beschreibt.
Die Drehmomentkomponenten (l l) und (12) sind Funktionen der Zeit, wenn m
an bedenkt, daß die kinetische
Energie T mit Hilfe der Gleichungen (3) und (5) zu
l 1 1 -1, 1 2 —b/
T = 5Ami + 5ij = EAmäae 2 "A + 5cm „e ‘C (13)
wird und das Quadrat des Dralles H zu
H2 = Azmaz + c203: = Azmäoe-th/A +
szgae—th/C
   
Bild 3. Drehmomentfreier (M = 0) Kreisel (mitA = 2 mzkg‚ C = lmzkg)
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Es läßt sich zeigen (Rimrott, 1988), daß fiir drehmomentfreie Kreisel gilt
   
 
H2 —2CT
_c— (15)HM
sinv =
A
Mit Hilfe von Gleichung (15) läßt sich die Drehmomentkomponente (12) auch wie folgt schreiben
: (A—C)b
MD AC
Hsinv cosv (16)
wobei sowohl die Größe Hdes Dralls als auch der Nutationswinkel v Funktionen der Zeit si
nd.
4 Drallvektor im Raum
Der Kegelradius R in Bild 2 ist die Drallkomponente Hu , fiir welche folgende Beziehung gilt:
M
R=——.—= u (17)
w
Mit
._H (18)
“"A
(aus der Theorie fiir drehmomentfreie Kreisel) ergibt sich
R = H (19)
oder mit Hilfe von Gleichung (16)
A—C
R = Tb sin vcosv (20)
Der Kegelradius (Bild 2) ist auch
R = A {z (21)
Gleichungen (20) und (21) zusammen ergeben dann für die Nutation
. _ .
v -— —-AC smvcosv ( )
Gleichung (22) läßt sich integrieren zu
(A—C)b
AC
 
tanv = (tanv0)exp t (23)
welches zu
v = 90° (24)
fi'ihrt, bei t —-> oo und A > C, d. h. fiir gestreckte Kreisel, und zu
v = 0 (25)
fiir C > A, d. h. fiir abgeplattete Kreisel.
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5 Die Winkel v, on, ß
Für die ein Kugeldreieck bildenden Winkel 0L, ß und v (Bild 2) gilt aus der sphärischen Trigonometrie
coson = cosßcosv (26)
Für kleine Winkel ß wird cosß z 1, und demzufolge
0L = v (27)
Nun ist das Vorhandensein des Winkels ß die Grundlage der vorgestellten Theorie. In diesem Sinne ist der
Winkel ß nicht vernachlässigbar. Durch seine extreme Kleinheit ist zum anderen berechtigt, daß häufig
0L durch v (28a)
HZ durch H (28b)
Ha durch Hv (28c)
ersetzt wird. Zur Abschätzung des Winkels ß läßt sich aus Bild 2 heranziehen
sinß = [1% (29)
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Bild 4. Nutationsgeschwindigkeit als Funktion des Nutationswinkels
6 Die Anfangswerte
In Bild 4 ist der Verlaufvon Gleichung (22) dargestellt. Zu Anfang, d. h. zur Zeit t = O, seien der Drall H0
sowie die Winkelgeschwindigkeit coo nach Größe und Richtung gegeben. Der Winkel zwischen H0 -Vektor
und 030 -Vektor sei v0.
Dann läßt sich mit Hilfe von Gleichung (22) die anfängliche Nutationsgeschwindigkeit {IO ausrechnen.
. -C _
vo — 71Ebsm2vo (30)
Mit Hilfe von Gleichung (29) folgt
. A'vo
smß = — (31)0 H0
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Mit Gleichung (31) läßt sich damit die Richtung der raumfesten Z—Koordinate festlegen (Bild 5). Es sei noch
darauf hingewiesen, daß in praktischen Anwendungen der Winkel ß immer sehr klein sein wird. Die in Bild 5
gezeigten Vektoren H0, H‘, usw. fallen also nicht mit der raumfesten Z-Achse zusammen, sondern umlaufen
diese, einen immer kleiner werdenden Kegel bildend.
7 Beispiel
Als Beispiel diene ein axialsymmetn'scher Kreisel mit A = 20 mzkg, C = 10 mZkg, H0 = 120 W52,
v0 = 30°, b = 0.004 W52.
DannistzurZeit t = 0
Ha0 z Hvo = Hosinvo = 60 Ws2
Hz0 = Hocosvo = 103,923 Ws2
60 = v0 = 30° aus Gleichung (27)
00 = 0.000087 rad/s aus Gleichung (30)
[so = 0000827 ° aus Gleichung (31)
ZurZeit t = t1 = 36003 = 1h ist
H,1 z Hv1 = 29,205 Ws2 aus Gleichung (14)
Hz1 = 24,622 Ws2 aus Gleichung (14)
H, z ‚/H3,+H3, = 38,199 Ws2
011 = v1 = 49,866 ° aus Gleichung (23)
{/1 = 0000098 rad/ s aus Gleichung (22)
ß, = 0,002957° aus Gleichung (29)
ZurZeit t = 1‘2 = 72005 = 2h ist ZurZeit t = t3 =108005 = 3h
Ha2 = Hv2 = 14,216 Ws2 Ha3 z Hv3 = 6,92 wS2
Hz2 = 5,834 Ws2 H23 = 1,382 Ws2
H2 = 15,366 Ws2 H3 = 7,057 Ws2
(X2 = v2 = 67,688 ° 63 = v3 = 78,704 °
02 = 0,000070 rad/s 'v3 = 0,000038 rad/s
132 = 0,005238 ° [33 = 0,006238 °
Zur Zeit t = oo ist
H,o = 0
v,o = 90°
'v,o = 0
ß,o = 0,006616 °
Das Absterben der Bewegung ist in Bild 5 dargestellt.
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Bild 5. Absterben der Bewegung und Änderung der Winkelhaltung der Symmetrieachse
durch Luftreibung bei einem gestreckten axialsymmetrischen Kreisel
8 Zusammenfassung
Es ist gezeigt worden, daß die in Versuchsanordnungen oft auftretende äußere Kugelschalenform bei Kreiseln
zu einem Drehmoment infolge Luftreibung fiihrt, daß offensichtlich zum Absterben der Bewegung fiihrt. Als
wichtig anzusehen ist außerdem, daß während des Absterbens die Symmetrieachse eines gestreckten Kreisels
und der Drallvektor auseinanderlaufen und schließlich senkrecht aufeinanderstehen, während bei einem
abgeplatteten Kreisel Symmetrieachse und Drallvektor aufeinander zulaufen.
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